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Przedmowa

Niniejszy dokument stanowi ucywilizowana — to znaczy precyzyjniej i czytelniej napisang — wersje
notatek jaki przygotowuje sobie przed kazdymi zajeciami. Poniewaz zwykte kartki lubig sie zagubic
a ponad to na ogdt nie ma ich pod reka gdy sa potrzebne, stad ich tres¢ bardzo szybko zamieniam
na forme elektroniczna. Skoro za$ juz taka forme mam, to nie widze powodu aby nie udostepniac
tego co udato mi sie zebraé, co tez niniejszym czynie. Mam nadzieje, ze nie powoduje to u nikogo
zaniechania wtasnych poszukiwaé, ale z pewnoscia utatwi uporzadkowanie tego co na zajeciach byto

przerabiane.






ROZDZIAY,

Podstawowe algorytmy rastrowe:

rysowanie odcinka i okregu

1.1 Pierwsze podejscie do rysowania odcinka

Punkt wyjscia do rozwazah w tym rozdziale stanowi sytuacja przedstawiona na rysunku 1.1.

Ogdlny schemat algorytmu pozwalajacego narysowaé odcinek przedstawia listing 1.1

float y;
int x = x1;
while (x <= x2){

// Zmienna x wieksza sie o 1 od xI1 do x2

X = x + 1;
/) ay?!
y =yl +7

Listing 1.1: src/sra/01.java

Problemem jest wtasciwe dobranie wartosci zmiany dla zmiennej y. Postugujac sie przedstawionym
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p1 = (1,91)

-

= W

dx

Ax

Rysunek 1.1: Rysunek sytuacyjny, stanowiacy punkt odniesienia do rozwazan w tym rozdziale.
Zauwazmy, ze piksel ma niezerows wysokos¢ i szeroko$¢ a wiec najwygodniej wspdirzedne piksela
utozsamia¢ z jego srodkiem. W konsekwencji piksel p = (x,y) ma wymiary [z —w/2, 2 + w/2] X
[y—h/2,y+h/2], gdzie w i h to odpowiednio szeroko$¢ i wysokosé piksela. Dla prostoty mozemy
przyjacé, ze oba wspomniane wymiary maja wartosé 1

rysunkiem mozna zauwazy¢ nastepujace zaleznosci

Ar _ dr
Ay dy
Ax-dy = Ay - dx
Ax - dy
=A
dx 4
(x—xl)dy:Ay
dx

Formuta ta okresla wielko$¢ zmiany Ay wspétrzednej y dla zadanej wspoétrzednej = (tj. wspdtrzedne;
x1 przesunietej o Ax). Jesli wzglednym numerem kolumny jest nk (tj. jesteSmy w kolumnie o nu-
merze nk liczac wzgledem kolumny 0 w ktérej znajduje sie punkt pl) to mamy wéwczas nk zmian

przechodzac od kolumny x1 od kolumny x.
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O ile wiadomo, ze pojedynczy przyrost (zmiana) = oznaczana jako dx wynosi 1 (tak przynajmniej
dla ufatwienia sie umawiamy) — przechodzimy przez kolejne kolumny — to przysrost dy wymaga juz
troche arytmetyki, gdyz zalezy od nachylenia rysowanego odcinka wzgledem osi OX. Przyjmujac, ze

réwnanie prostej jest postaci

y=ax+b
wartos$¢ wspdtczynnika kierunkowego a mozna obliczy¢ jako

Y2 — Y1
aq=—-.
Tro — T

Przy okazji widzimy, ze wspdtczynnik kierunkowy dla prostej jest staty (zalezy tylko i wytacznie od
wspotrzednych punktu poczatkowego i koncowego, ale nie zalezy do x lezacego pomiedzy wspot-
rzednymi z1 oraz x2), a wiec istotnie wszystkie zmiany na osi OY s3 takie same. Stad za$ wynika,
ze

Ay =a- Ax.
a w szczegdlnosci

dy =a - dx.

Teraz mozemy w koncu uzupetni¢ nasz kod do postaci pokazanej na listingu 1.2.

float y;
int x = x1;
float dy = (y2—-yl) / (x2—x1) = dx;
while (x <= x2){
X = x + 1;
y =yl +dy * (x — x1)/dx;

Listing 1.2: src/sra/02.java

Zauwazmy, ze bedzie on réwnowazny kodowi z listingu 1.3 (pozbywamy sie mnozenia przez dx a

nastepnie dzielenia przez ten sam skfadnik).

float y;
int x = x1;
float dy = (y2—-y2) / (x2—x2);
while (x <= x2){
x = x + 1;
y =yl +dy x (x — x1);
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Listing 1.3: src/sra/03.java

Lepszym rozwigzaniem bedzie ponizszy kod, gdzie wykonujemy tylko jedno mnozenie przez czynnik

dz.

float y;
int x = x1;
float dy = (y2—yl) / (x2—x1) =* dx;
while (x <= x2){
x = x + 1;
y + dy;

y

Listing 1.4: src/sra/04.java

Zauwazmy, ze réznica pomiedzy podejSciem przedstawionym na listingu 1.4 w poréwnaniu z 1.3

polega na

e Zwiekszeniu wydajnosci (mniej mnozen) w przypadku realizacji na urzadzeniu jednowatkowym.

e Innym sposobie obliczania wartosci y. W rozwiazaniu z listingu 1.3 jest to zawsze przesuniecie
wzgledem statego punktu odniesienia jakim jest y;. Zatem biorgc dwa dowolne punkty x; <
ZTq < Xp < X9 obliczenia wykonane dla punktu x, nie maja wptywu na punkt z;. Co wiecej,
mozna je wykona¢ w dowolnej kolejnosci a nawet wszystkie w tym samym czasie (réwnolegle).
W przypadku rozwigzaniu z listingu 1.4 obliczenia wykonane dla punktu x, maja wptyw na
punkt x; i wszelkie btedy popetnione dla punktéw wczesniejszych przenosza sie na kolejne

punkty.

Jak do tej pory wszystko wydaje sie by¢ dobrze z jednym matym wyjatkiem: zmienna y przyjmuje
wartosci rzeczywiste (poréwnaj rysunek 1.2). Nie jest to dobra wiadomos$¢ jako, ze w przypadku
rastra mozna uzywac jedynie wspotrzednych catkowitych. Tak wiec otrzymywane wartosci rzeczywiste
nalezy zaokragli¢ (przyblizy¢ do najblizszej liczby catkowitej) co w efekcie da obraz podobny do
przedstawionego na rysunku 1.3. Otrzymamy wdwczas algorytm pokazany na listingu 1.5. Jest to
wtasciwie ten sam kod co na listingu 1.4, ale przedstawiony w postaci funkcji i, co wazniejsze, z

zaznaczonymi miejscami, ktére wprowadzaja do obliczen niedoktadnosci
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niedoktadno$¢ na etapie przygotowywania danych ,bazowych” — obliczona wartosci zmienne;j

a juz w tym momencie moze nie by¢ doktadna i odbiegaé od wartosci teoretycznej;

konieczno$¢ zaokraglenia wartosci zmiennoprzecinkowej do liczby catkowitej;

akumulacja btedéw przy przyrostowym zwiekszaniu zmiennej y.

void drawlLine (int x1, int yl, int x2, int y2){

// Zmienna a nie jest dokladne a jedynie przyblizone.

float a
int x =

float y

while (x <= x2){

= (float)(y2 — yl) / (x2 — x1);
x1;

:y]_;

// Zaokraglenie zmiennej y.
setPixel (x, round(y));

// Zmienna x ma wartosc dokladna — arytmetyka calkowitoliczbowa .
x =x + 1;
// Zmienna y ma wartosc przyblizona — arytmetyka zmiennoprzecinkowd.

// Niestety akumulowanie bledow na skutek operowania
// przyblizonym ’'a’ | operacjami dajacymi przyblizone wyniki.

y =y + aj

Listing 1.5: src/sra/05.java

Efekt dziatanie tego algorytmu przedstawia rysunek 1.4.

If you want to know more... 1.1 (Akumulacja bledéw zaokraglen). Zaokragglanie to zastq-

pienie danej liczby inng o mniejszej ilosci koncowych cyfr znaczgceych.

Zaokrgglanie opiera sie na pozycyjnym zapisie liczb i polega na:

1. wustaleniu doktadnosci zaokrgglenia tj. na wskazaniu cyfry koncowej, wzgledem ktorej okre-

slane jest zaokrgglenie,

2. zastgpieniu zerami wszystkich cyfr na prawo od wskazanej cyfry,

3. zwiekszeniu wskazanej cyfry o jeden, jesli sqsiednia z prawej cyfra przed usunieciem byla

wieksza lub rowna J.
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p1 = (21,y1)

P

Az

Rysunek 1.2: Idealny obraz odcinka po rasteryzacji

Jako przyklad zaokrgglenia rozwaimy liczbe 987,654, ktora zaokrgglona do setek ma wartosé
1000, do dziesigtek wartosé 990, do jednosci warto$é 988, do czeSci dziesietnych wartosé 987,6
i do czesci setnych 987,65.

Blqd zaokrgglania (ang. rounding error) to utrata cyfr znaczqcych utamkow reprezentujgcych
liczby zmiennopozycyjne, powodowana koniecznoscig obciecia wynikow obliczen.

Bledy zaokrgglen pojawiajg sie podczas obliczen na skutek koniecznosci zaokrgglania obli-
czonych wartosci ze wzgledu na ograniczong diugo$é stow binarnych, np. dzielenie dwdch liczb
wymiernych prowadzi czesto do koniecznosci zaokrgglenia powstalej w wyniku dzielenia liczby
niewymsiernej

1
3= 0,33333... =~ 0,33333.

Kumulowanie sie bledow a czasem i ich powstawanie podczas obliczen jest efektem ograni-
czonej dokladnosci reprezentacyi wyniku dziatan w pamieci maszyny cyfrowe;.
Rozwazmy nastepujacy przyklad w ktorym wykorzystamy liczbe © = 2,31 reprezentowang z

bledem 0,02 oraz liczbe y = 1,42 reprezentowang z bledem 0,03. Jesli teraz rozwazymy elemen-
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| | | p1 = (z1,91)

dx

Ax

Rysunek 1.3: Rzeczywisty obraz odcinka po rasteryzacji

Rysunek 1.4: Rzeczywisty obraz odcinka (0, 100) — (400, 101) po rasteryzacji bedacy wynikiem
akumulacji btedéw zmiennoprzecinkowych
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tarng operacje T — y wéwczas zauwazamy, ze
e najmniejsza mozliwa warto$é réznicy x iy wynosi (2,31 —0,02) — (1,42 +0,03) = 0, 84;
e najwieksza mozliwa warto$é réznicy x iy wynosi (2,31 +0,02) — (1,42 — 0,03) = 0,94;

W konsekwencji widzimy, Ze warto$é réznicy miesci sie w przedziale [0,84,0,94] a wiec wynikiem
jest liczba 0,89 reprezentowana z bledem 0,05 a wiec wiekszym, nizZ zadane liczby.

Ograniczona doktadnosé bedzie miata takze wplyw np. na wyniki dodawania do siebie liczby
bardzo duzej i bardzo malej. Dla przykladu, gdy postugujemy sie pozycyjnym zmiennoprzecinko-
wym systemem liczbowym z mantysq o dlugosci 6 cyfr to mozemy w nim zapisaé zarowno liczbe

12300,0 jak i 0,00123. Niestety wynik dodawania 12300,00123 zostanie zapisany jako 12300,0.

Aby uniknaé akumulacji btedéw mozemy w tym celu nieznacznie zmieni¢ nasz program, jak

pokazano na listingu 1.6. Efekt dziatania przedstawia rysunek 1.5.

void drawline (int x1, int yl, int x2, int y2){
float a = (float)(y2 — yl) / (x2 — x1);
int x = x1;
int y =yl;

float error = 0.0

while (x <= x2){
setPixel (x, y);
x = x + 1;
error 4+= a
if (error >= 0.5){
y=y+ 1L

error —=1.0;

Listing 1.6: src/sra/05_02.java

Problem stanowi fakt, iz dziatanie algorytmu ograniczono nakfadajac warunek |a| < 1, a wiec
stosujemy go do odcinkéw o kacie nachylenia do osi OX mniejszym niz 45 stopni. Przy kacie na-
chylenia wiekszym, warto$ci wzdtuz osi OY musza rosnaé szybciej niz wzdtuz osi OX. Oznaczatoby
to albo powstawanie ,dziur’ (rysunek 1.6) albo konieczno$¢ ,zamalowywania” wiecej niz jednego

piksela w kolumnie (rysunek 1.7).
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Rysunek 1.5: Rzeczywisty obraz odcinka (0,100) — (400, 101) po rasteryzacji z uwzglednieniem
akumulacji btedéw (algorytm 1.6). Poréwnujac ten rysunek z rysunkiem 1.4 widzimy w jego
srodkowej czeéci ,,schodek” co wydaje sie byé¢ zgodne z nasza intuicja

Rysunek 1.6: Przypadek gdy |a| > 1 — powstawanie ,dziur”
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Rysunek 1.7: Przypadek gdy |a| > 1 — wiecej niz jeden piksel w kolumnie

z -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
y=g¢g(z) -1 05 0 05 1 15 2 25 3

Tabela 1.1: Wartosci funkcji g(x) = ax + b dla a = 0.5, b = 1 w wybranych punktach

| wtasnie dlatego w dalszej czesci przyjmujemy, ze nachylanie odcinka (a w ogdlnosci krzywej), a
wiec kat pomiedzy styczna a osig OX, nie moze przekraczac 45 stopni; jesli odcinek (krzywa) moze
zosta¢ opisana funkcja postaci y = g(z) to musi by¢ spetniony warunek 0 < f’(z) < 1. Dodatkowo w
przypadku krzywej zaktada¢ bedziemy, ze w rozwazanym zakresie jest monotoniczna, tj.: nierosnaca,

albo niemalejaca.

1.2 Drugie podejscie do rysowania odcinka

1.2.1 Funkcja uwiktana

Dla funkcji postaci
y=g(x) =az+b

ustalmy wartosci parametréw a i b i policzmy wartos¢ g(z) dla kilku wybranych wartoéci = (poréwnaj

tabela 1.1 oraz rysunek 1.8)

Rozwazmy teraz funkcje

flx,y) =y —ar -0
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x -4 -3 -2 -1 0 1
Y = g(x) -1 -05 0 05 1 1.5
flz,y) 0 0O 0 0 0 0

z 4 3 =2 1 0 1 2 3 4
y = g(x) 1 05 0 05 1 15 2 25 3
flz,y+1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
flz,y+05) 05 05 05 05 05 05 05 05 05
flz,y) o 0 0O 0 0 0 0 0 0
flz,y—05) -05 -05 -05 -05 -05 -05 -05 -0.5 -0.5
flz,y—1) 1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1

Tabela 1.3: Wartosci funkeji f(x,y) w wybranych punktach

i dla otrzymanych w tabeli 1.1 warto$ci = i y obliczmy warto$¢ funkcji f(z,y) (poréwnaj tabela 1.2
i rysunek 1.8). Pozostawiajac wartosci = jak poprzednio zmienmy wartosci y (poréwnaj tabela 1.3 i

rysunek 1.9). Jak wida¢, jedynie dla punktéw lezacych doktadnie na prostej otrzymujemy

f(z,y) =0.

Dla punktéw lezacych pod prostg otrzymujemy wartosci ujemne, a dla lezacych nad prosta wartosci
dodatnie. | jest to pewna wtasnos¢ tzw. funkcji uwiktanej. Na przyktad wartosci funkcji uwiktanej
opisujacej okrag

flay) =a® +y* =

sg dodatnie dla punktéw lezacych poza okregiem i ujemne dla punktéw lezacych wewnatrz okregu.

Przy tej okazji zauwazmy, ze prosta moze mie¢ dwie strony dodatnie. Otz réwnanie proste;
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Rysunek 1.9: Wykres znaku wartosci funkeji f(z,y) dla wartodci z tabeli 1.3; wartosci ujemne
oznaczono symbolem "=’ dodatnie symbolem '+’ a czarna kropka wartosci réwne zero

postaci

y=ax+b
mozemy przeksztatci¢ do postaci
y—ar—b=
lub postaci réwnowaznej
O=ax+b—y.
W obu przypadkach uzyskujemy t3 sama prosta. Zauwazmy jednak, ze w obu przypadkach inna
potptaszczyzna bedzie pétptaszczyzng dodatnia. | tak oznaczajac
Ni(z,y) =y —az—b
fo(z,y) =ax+b—y
i podstawiajac np. punkt (1/a,1) uzyskujemy
fi(l/a,1) = b
fo(1/a,1) = +b
Dokfadnie méwiac, dla prostej opisanej réwnaniem w postaci ogdlnej
Ax+ By+C =0,

wektor kierunkowy ma postaé [—B, A], wektor o wspdtrzednych [A, B] jest wektorem prostopadtym
wskazujacym dodatnia pétptaszczyzne. Drugi z wektoréw prostopadtych postaci [— A, — B] wskazuje
ujemng pbtptaszczyzne®.

Teraz mozemy przej$¢ do kolejnej wersji algorytmu.

*Majac dany wektor (x,y) wektor prostopadly uzyskujemy zamieniajac wspéirzedne wektora miejscami i
mnozac jedna z nich przez -1.
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(z+1,y+0.5)

e

y+1

x r+1

Rysunek 1.10: Wybér kolejnego piksela

1.2.2 Algorytm rysowania dowolnej krzywej

Zatézmy, ze krzywa w przedziale [x1, x2] spetnia podane wczesniej zatozenia, tj.

e Nachylanie odcinka (a w ogdlnosci krzywej), a wiec kat pomiedzy styczna a osig OX, nie moze
przekraczaé 45 stopni; jesli odcinek (krzywa) moze zostaé opisana funkcja postaci y = g(z) to

musi by¢ spetniony warunek 0 < ¢'(x) < 1.
e Krzywa w rozwazanym zakresie jest monotoniczna, tj.: nierosnaca, albo niemalejaca.

Algorytm zaczyna dziatanie od punktu p; = (z1,41) i ,stawia” piksel o tych wspétrzednychf (szary
prostokat na rysunku 1.10). Nastepnie wspétrzedna x jest zwiekszana o 1, czyli kolejny piksel ma
wspbtrzedna

r=ux1 + 1.

Przechodzimy teraz do najwazniejszej czesci: nalezy wybraé warto$¢ wspdtrzednej y odpowiadajacej
wspétrzednej . Dzieki przyjetym warunkom wybér ten ogranicza sie do pikseli A i B i determinuje
go punkt przeciecia krzywej z linig pionowa x1 + 1. Jedli punkt ten jest blizej punktu A ($rodka piksela

A) to wybierany jest punkt A, a w przeciwnym razie punkt B.

"W ogélnoéci opisane rozumowanie prawdziwe jest dla dowolnego punktu p = (x,%) z prostej i dlatego na
rysunku 1.10 pminieto indeks 1 piszac np. « zamiast x1.

tPiksel C nie jest brany pod uwage, gdyz woéwczas nie bylby spelniony warunek 2. Rozwazanie piksela D
przeczyloby warunkowi 1.
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Poprzednie zdanie implikuje koniecznos$¢ liczenia odlegtosci pmiedzy punktami (punkt przeciecia
a punkt $rodkowy piksela). Liczenie odlegtosci moze by¢é dobrym rozwigzaniem podczas implemen-
tacji antyaliasingu. Jedli jednak chcemy narysowaé krzywa ,doktadnie” lub zalezy nam na szybkosci
dziatania to musimy poszuka¢ innych metod — metod, ktére dziatanie swoje opieraja na liczbach
catkowitych. Na rysunku 1.10 pozioma czerwong kreska zaznaczony zostat punkt srodkowy (o wspét-
rzednych (1 +1,y1 +0.5)) rozgraniczajacy piksele A i B. Jesli punkt Srodkowy znajduje si¢ powyzej
punktu przeciecia krzywej z liniag pionowa x1 + 1, to wybierany zostaje punkt A, w przeciwnym razie
(co ma miejsce w przykfadzie) punkt B.

Do stwierdzenia ktéra z tych sytuacji ma miejsce wykorzystana zostanie opisywana cecha funkgji

uwiktanej. Jesli zaleznosé
flz,y) >0

zachodzi dla wszystkich punktéow powyzej krzywej woéwczas w przypadku gdy warto$¢ funkcji w
punkcie srodkowym (x1 + 1,y; + 0.5) jest mniejsza od zera (oznacza to, ze punkt ten jest pod
krzywa), to wybrany zostanie punkt B (konieczno$¢ zwigkszenia zaréwno wspétrzednej z jak i y), w

przeciwnym razie punkt A (zwiekszamy tylko wspétrzeda x).

void drawCurve (int x1, int yl, int x2, function f(x,y)){

float d;

int x = x1;

int y=yl;

while (x <= x2){
setPixel (x, y);
d = f(x+1, y+0.5)
if (d < 0){

y += 1;

}
X 4= 1;

}

}

Listing 1.7: src/sra/06.java

Zauwazmy, ze podany algorytm jest stuszny dla dowolnej krzywej o ile spetnia ona podane wcze-
$niej zatozenia. Bez wzgledu na to, czy mamy do czynienia z odcinkiem czy dowolng krzywa to nie jest
potrzebna warto$¢ ys, gdyz algorytm jej nie uzywa. Trzeba natomiast do funkcji przekaza¢ funkcje f

opisujacy krzywa w postaci uwikfane;.
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/—\

B \
/ dp = f(x + 2,5+ 1.5)
N

da = f(z+2,y+0.5)

Y

z d=f(z+1,y+0.5)

Rysunek 1.11: Wartosci w punktach érodkowych dla piksela P, A oraz B

1.3 Kolejne usprawnienie

Podamy teraz usprawnie algorytmu z podrozdziatu 1.2.2. W tym momencie przyniesie ono wiecej
szkody niz pozytku, ale w pdzniejszym czasie okaze sie bardzo pomocne.

Zauwazmy, ze wykonanie kodu z listingu 1.7 wymaga wielokrotnego obliczania wartoéci funkgji
decyzyjnej f(x,y) w linii 8. Poniewaz jednak wspétrzedne z i y rysowanych punktéw zmieniaja sie
o znane wartosci, wiec warto$¢ funkcji w kolejnym kroku mozna (prébowaé) przewidzie¢. Wartosé
funkcji f w punkcie $rodkowym wzgledem dowolnego punktu (z,y) jak wiemy wynosi (poréwnaj
rysunek 1.11)

d= f(zr+1,y+0.5)

w punkcie A

da= f(x+2,y+0.5)

natomiast w punkcie B

dp = f(z +2,y +1.5)

Tak wiec przy wyborze punktu A warto$¢ funkcji decyzyjnej f a tym samym zmiennej decyzyjnej d
zmieni sie o

deltap = da — d,
po wybraniu za$ punku B o

deltaB = dB —d.

Wykorzystujac nowo wprowadzone wielkosci otrzymujemy kod jak na listingu 1.8.

void drawCurve (int x1, int yl, int x2, function f(x,y)){
float d = f(x1+1, y1+0.5)
int x = x1;

int y = yl;



© oo N o

10
11
12
13
14
15
16

WOZDZIAL 1. PODSTAWOWE ALGORYTMY RASTROWE: RYSOWANIE ODCINKA I OKREGU

while (x <= x2){

setPixel (x, y);

if (d < 0){
d += f(x+2, y+1.5)—f(x+1, y+0.5)
y += 1;
} else{
d += f(x+2, y+0.5)—f(x+1, y+0.5)
}
x += 1;

Listing 1.8: src/sra/07.java

Zaproponowana modyfikacja wydaje sie wcale niczego nie usprawniaé: zamiast jednokrotnego ob-
liczania wartosci funkgji f w kazdej iteracji, teraz obliczamy dwie wartosci (linia 9 lub 12). Niebawem

jednak okaze sig, ze wprowadzona zmiana jest bardzo korzystna.

1.4 Konsekwencje usprawnienia: przypadek odcinka

W szczegdlnym przypadku, gdy krzywa jest odcinkiem algorytm podany w poprzednim podrozdziale

(1.3) mozna znaczaco uproscic.

1.4.1 Po pierwsze...

...warto$é¢ zmiennej d jest réwna
flz+1,y+05)=(y—05) —alz+1)—b=y—a(r+1) —b—0.5.
Wartosci réznic deltay oraz deltag.
deltay = f(x+2,y+0.5)— f(x+1,y+0.5) = (y+0.5) —a(x+2)—b—(y+0.5)+a(z+1)+b = —a

deltap = f(x+2,y+1.5)— f(x+1,y+0.5) = (y+1.5)—a(z+2)—b—(y+0.5)+a(z+1)+b = —a—1

Poniewaz

Y2 — Y1
a =
T2 — I
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wiec wartosci roéznic delta s oraz deltap s3a state i zalezg wytacznie od wspédtrzednych koncéw od-
cinka. Takie réznice, tj. réznice, ktére sg state, nazywaé bedziemy réznicami pierwszego rzedu. Jesli
natomiast zalezg one od wspdtrzednych (co bedzie miato miejsce w dalszej czesci przy okazji oma-
wiania rasteryzaji okregu), to wéwczas mozna policzyé odpowiednie przyrosty dla tychze przyrostéw
— takie przyrosty nazywamy réznicami drugiego rzedu. Jesli i one (nadal) zaleza od wspétrzednych,

to mozemy obliczaé kolejne réznice.

1.4.2 Po drugie...

... dla algorytmu rysowania odcinka nie ma zupetnie znaczenia w jakim punkcie zaczepiony jest odci-
nek (gdzie jest potozny): wspétczynnik kierunkowy bedzie taki sam, kolejne piksele tworzace wykres
odcinka beda wzglednie takie same. Dlatego w dalszej czesci przyjmiemy, ze wspdtrzedne (x1,y1)
odcinka wynosza (0,0) czyli odcinek zaczyna sie w poczatku uktadu wspétrzedych. Implementacja
algorytmu bedzie oczywiscie uwzgledniata dowolne inne potozenie i bedzie dokonywane odpowiednie

przesunieci. Dlatego w dalszej czesci zamiast funkgcji postaci

fay) =y—ar—b=y- 2"y
o — 1
uzywa¢ bedziemy
Y2 — Y1
flry)=y—ar=y—=—"—"x
Ty — 1

1.4.3 Po trzecie...

... powiedzmy sobie szczerze: dotychczasowe obliczenia s3 matematycznie poprawne, ale mato prak-

tyczne z punktu widzenia implementacyjnego.

e Poniewaz obliczenie wartosci a wymaga dzielenia, wiec wymusza obliczenia na liczbach rzeczy-
wistych reprezentowanych w komputerze jako liczby zmiennoprzecinkowe a wiec zwykle jako

przyblizone a nie doktadne.

e Obliczenie wartoéci poczatkowej funkcji f wymaga wielu operacji w tym mnozenia i dodania
liczby 0.5 a wiec znowu mamy liczby rzeczywiste a liczb rzeczywistych w komputerach nie

lubimy.

Zauwazmy, ze funkcja
Y2 — 1
=z

flz,y) =y —ax =y —
o — 1
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T 2 3
Y 2 3
fr@y-1) 5 6
f(r,y—05) 8 9
f(z,y) g8 9
f(r,y+05) 8 9
f(zyy+1) 8 9

Tabela 1.4: Wartosci funkcji f*

wyznacza taka samg prosta co funkcja w ktérej kazdy sktadnik zostat przemnozony przez staty (w

naszym przypadku bedzie to 2(x2 — 21))

[ (z,y) =2(x2 — 21)y — 2(y2 — Y1)z

gdyz doktadnie dla takich samych par (z, y) przyjmuje warto$¢ réwna 0 dla pozostatych za$ zachowuje
wartos¢ znaku (poréwnaj tabela 1.4) a wiec z naszego punktu widzenia jest tak samo dobra, a jak
sie okaze za chwile, nawet lepsza.

Przyjmujac oznaczenia

dX:l'Q—l'l

dY =y2 —
policzmy wartosci réznic delta 4 oraz deltap

deltagy = f*(x + 2,y +0.5) — f*(x + 1,y + 0.5)
=2dX(y+0.5) —2dY (z +2) — 2dX(y + 0.5) + 2dY (x + 1) = —2dY,
deltap = f*(z + 2,y + 1.5) — f(x + 1,y + 0.5)

=2dX(y+1.5) —2dY(z +2) —2dX(y +0.5) + 2dY (x + 1) = 2dX — 2dY,
oraz poczatkowa zmiennej d
d=f"(x+1,y4+0.5) =2dX(y+0.5) —2dY (z + 1) = 2d Xy + dX — 2dY (x + 1).
Wartos¢ d obliczona wzgledem poczatku rysowanego odcinka a wiec wzgledem punktu (0,0) wynosi
d=f*(04+1,04+0.5) =2dX(0+0.5) —2dY (0 + 1) = dX — 2dY.

Finalna wersje algorytmu przedstawia listing 1.9.
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void drawlLine (int x1, int yl, int x2, int y2){
int dX = x2 — x1;
int dY = y2 — y1;

int d = dX — 2xdY;

int deltaA = —2xdY;

int deltaB = 2xdX — 2xdY;
int x = x1;

int y=yl;

while (x <= x2){
setPixel(x, y);

if (d < 0){
d += deltaB
y += 1;
} else{
d += deltaA
}
x += 1;

Listing 1.9: src/sra/08.java

1.5 Uogodlnienie na inne oktanty okfadu wspétrzednych

Podany algorytm bedzie dziatat poprawnie (rysunek 1.12, 1.13) o ile odcinek miesci sie w pierwszym
oktancie ukfadu wspétrzednych (rysunek 1.14). W przeciwnym razie uzyskane efekty moga odbiegac
od oczekiwanych, co ilustruje rysunek 1.15. Narysowanie odcinka w innych oktantach wymaga
odpowiedniej zmiany wspétrzednych (poréwnaj rysunek 1.16). W oktantach |, IV, V, VIII modut
nachylenia odcinka miesci sie w przedziale 0-45 stopni a wiec do jego rasteryzacji mozna wykorzystac

dotychczasowy algorytm pamietajac aby
e operowaé na modutach dX i dY,

e uzalezni¢ przyrosty x i y od znaku, odpowiednio, dX i dY.
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Rysunek 1.12: Przyklad poprawnego dzialania algorytmu z listingu 1.9: wykres odcinka (0, 1) —
(400, 201) lezacego na prostej y = 0.5z + 1
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Rysunek 1.13: Zblizenie na wykres odcinka (0, 1) — (400, 201) lezacego na prostej y = 0.5z + 1 —
widaé regularny, zgodny z oczekiwaniem wzér: dwa w prawo, jeden do gory

J A
Noorar o
AN 1 /
AN /
472N A
N\ /
AN /
—
//O N | x
v o T N VI
/ i AN
SO vI | vIT .
/ =L AN

Rysunek 1.14: Oktanty uktadu wspélrzednych. Oktanty I, IV, V, VIII to obszary w ktorych
modul nachylenia odcinka do osi OX jest z przedzialu 0-45 stopni
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Rysunek 1.15: Przyklady blednego dzialania algorytmu w wersji podstawowej (z listingu 1.9):
wykres odcinka (0,1) — (200,301). Jak wida¢ otrzymany odcinek nachylony jest pod katek 45
stopni a wiec nie moze przechodzi¢ przez oba zadane punkty

(y7 _x)

(_y7 _x)

Rysunek 1.16: Zaleznosci pomiedzy wspdétrzednymi punktow rozmieszczonych w réznych oktan-
tach

W przypadku oktantach II, 1ll, VI, VII nalezy dokona¢ wymiany x z y. Kod z listingu 1.10 zawie-
ra wszystkie opisywane zmiany natomiast rysunek 1.17 przdstawia efekty jego dziatania dla kilku

odcinkdéw

void drawline (int x1, int yl, int x2, int y2){
int d;
int deltaA, deltaB;
int x = x1;

int y = yl;

int dX = x2 — x1;
int dY = y2 — y1;

// W przyrostach uwzgledniam znaki dX i dY
int dx = Math.signum (dX);
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Rysunek 1.17: Przyktady dziatania algorytmu przedstawionego na listingu 1.10

int dy = Math.signum (dY);

// Przeniesienie do wlasciwej cwiartki
dX = Math.abs(dX);
dY = Math.abs(dY);

if (dx >= dy){ // Odcinek lezy w oktancie: |, IV, V lub VIII
d = dX — 2xdY;
deltaA = —2xdY;
deltaB = 2xdX — 2xdY;

// Nie mozna uzyc petli while jak poprzednio,
// gdyz zmienna x (y) moze zarowno rosnac jak i malec
// zaleznie od przypadku
for(int i=0; i<dX; 4++i){
setPixel (x, y);

if (d < 0){
d += deltaB;
y += dy;
} else {
d += deltaA;
}

x += dx;
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}
} else {

// We wzorach ponizej dokonano zamiany wspolrzednych
d = dY —2xdX;
deltaA = —2xdX;

deltaB = 2xdY — 2xdX;

for(int i=0; i<dY; ++i){
setPixel (x, y);

if (d < 0){
d += deltaB;
X 4= dx;
} else {
d += deltaA;
}
y += dy;

Listing 1.10: src/sra/09.java

1.6 Rasteryzajca okregu

Cho¢ okreg wydaje sie by¢ zadaniem trudniejszym, to majac w pamieci dotychczasowe rozwazania
okaze sig, ze wcale nie jest to takie trudne zadanie. Podobnie jak w przypadku odcinka przyjmiemy

kilka zatozen, ktére znaczaco utatwia rozwazania.
e Srodek okregu znajduje sie w punkcie (0,0) a promen wynosi r.

e Rasteryzaji poddajemy fragment okregu z oktantu I — fragment w ktérym tuk okregu oparty

jest na kacie 45 stopni i miesci sie w petni w jednym oktancie.

e Pozostate fragmenty w tatwy sposéb uzyskamy dokonujac odbié¢ symetrycznych (poréwnaj ry-

sunek 1.18).

Proces rasetryzacji rozpoczniemy od punktu (0,7) po czym zwigksza¢ bedziemy wspétrzedna = co

spowoduje zmiany zmiennej y od r do = (poréwnaj rysunek 1.20).




ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE ALGORYTMY RASTROWE: RYSOWANIE ODCINKA I OKREGU
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Rysunek 1.18: Oktanty i odbicia symetryczne punktu z tuku
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Rysunek 1.19: Okrag narysowany w programie do grafiki rastrowej. Wyrdzniono fragment w
oktancie II. Powigkszenie tego oktantu przedstawiono na rysunku 1.20
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Rysunek 1.20: Luk okregu w rozwazanym oktancie (poréwnaj takze rysunek 1.19)

Postugujac sie réwnaniem uwikfanym okregu

Jay) = a4yt =1

obliczamy, podobnie jak poprzednio, warto$¢ poczatkowa d (to znaczy wartos¢ d w punkcie (0,7))
i przyrosty deltaa i deltap (przy czym musimy pamietaé, ze y maleje a nie roénie jak w przypadku
odcinka)

d=f04+1,7r—05)=1+7r*—r+025 —r> = —r +1.25

deltay = f(x + 2,y —0.5) — f(x + 1,y — 0.5)
=224+ dr+4+ —y4+025—r2—a2? —22—1 -2 +y—025+7>=2x+3
deltap = f(x + 2,y — 1.5) — f(z + 1,y — 0.5)

=2+ dr+4+y? —3y+225—12—2? -2 —1—y? +y—025+r2=22—2y+5

Jak widaé otrzymane réznice rzedu pierwszego zaleza od chwilowych wartosci wspétrzednych z i y.

Policzymy zatem réznice rzedu drugiego. Wartosci poczatkowe w punkcie (0, 7) wynosza

deltas(0,7) = 3,

deltap(0,r) = —2r + 5.
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O

Rysunek 1.21: Przyktady dzialania algorytmu przedstawionego na listingu 1.11

Poniewaz przy wyborze punktu A wzrasta tylko wspétrzedna z, wiec

deltasq = deltaA(x + l,y) - deltaA(x7y) =2,

deltapa = deltap(x + 1,y) — deltas(z,y) = 2.
natomiast po wybraniu B maleje dodatkowo takze i y

deltaap = deltaa(z + 1,y — 1) — deltap(x,y) = 2

deltapp = deltap(z + 1,y — 1) — deltap(x,y) =4

Jak widaé przyrosty drugiego rzedu nie zalezg juz od = ani od y. Poniewaz we wzorze na obliczanie
wartosci d wystepuje wartos¢ 1.25 wiec mozemy ,pozby¢ sie” jej, podobnie jak postapilismy w

przypadku odcinka, postugujac sie réwnaniem uwiktadnym okregu postaci
f(z,y) = 4% + 4% — 4r?
lub, co na jedno wychodzi,
d=fO0+1,r—05)=44+4r> —dr+1—4r> = —4r +5

mnozac obliczone juz wartosci d i wszystkie przyrosty przez 4. Na listingu 1.11 przedstawiono otrzy-
many algorytm a efekt jego dziatania przedstawia rysunek 1.21 oraz powiekszenie na rysunku 1.23

(poréwnaj to powiekszenie z rysunkiem 1.19)

void drawSymetricPoints(int x0, int y0, int x, int y){
setPixel (x0—x, y0—y);
. yO+y ),
x0+x, y0—y);

setPixel
setPixel
setPixel (x0+x, yO+y);
setPixel (x0—y, y0+x);

(x0
(
(
setPixel (x0—y, y0—x);
(
setPixel (

x0+y, y0—x);
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Rysunek 1.22: Powigkszenie rysunku 1.21 bedacego efektem dzialania algorytmu przedstawione-
go na listingu 1.11 (poréwnaj to powiekszenie z rysunkiem 1.19)

setPixel (x0+y, yO0+x);

void drawCircle(x0, y0, r){
int d = 5.0-4xr;
int x = 0;

int y =r;

int deltaA = (—2xr+5)x4;
int deltaB = 3x4;

while (x <= y){
drawSymetricPoints(x0, y0, x, y);

if (d> 0){
d += deltaA;
deltaA += 4x4;
y = 1;

} else {
d += deltaB;

deltaA += 2x4;
}
deltaB += 2x4;
X 4= 1;
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Rysunek 1.23: Dzialanie algorytmu wygtadzajacego krawedzie na przyktadzie: wykresu odcinka
(0,1) — (400, 201) lezacego na prostej y = 0.5z + 1 (poréwnaj takze rysunek 1.12)

Listing 1.11: src/sra/10.java

1.7 Antyaliasing

void drawlLine (int x1, int yl, int x2, int y2){
float a = (256*(y2 — yl)) / (x2 — x1);
int x = x1;
float y = y1;

int color, i;
while (x <= x2){
color = y & 255;

i =y >> 8;

setPixel (x, y+i, color);
setPixel(x, y+i+1, 255—color);

X = x + 1;
y =y + a;

}

Listing 1.12: src/sra/11.java: Algorytm rysowania odcinka z wygladzaniem krawedzi. Zasadni-
czo jest to ten sam kod co na listingu 1.5 z tg rdéznica, ze otrzymywane wartosci rzeczywiste

wykorzystane zostaja do podjecia decyzji o stopniu ,rozmycia” danego piksela
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Rysunek 1.24: Zblizenie na wykres odcinka (0, 1) — (400, 201) otrzymanego za pomoca algorytmu
wykorzystujacego wygladzanie krawedzi (poréwnaj takze rysunek 1.13)

1.8 Woypetnianie wielokatow
Zatozenia
1. Wierzchotek opisywany jest przez jego wspdtrzedne (z,vy).
2. Figura wyznaczona jest przez n wierzchotké4w numerowanych od 1 do n.

3. Przyjmujemy, ze krawedZ okresla par kolejnych wierzchotkéw.

1. Utwérz tablice krawedzi. W tablicy musi znalez¢ sie takze krawedz ,,zamykajaca”, tj.(zp, yn) —

(z1,91));
2. Usuh z tablicy krawedzie poziome.
3. Jesli wspotrzedna y konca krawedzi jest mniejsza niz wspdtrzedna y poczatku, to zamien konce.
4. Posortuj tablice w kolejnosci rosngcych wspoétrzednych y poczatkéw krawedzi.
5. Utworz poczatkowo pusta tablice krawedzi aktywnych, czyli przecietych kolejna linig pozioma.
6. Zainicjalizuj zmienna y wartoscig wspoétrzednej y pierwszej krawedzi w tablicy.
7. Tak dtugo jak tablice krawedzi aktywnych nie jest pusta powtarzaj

a) x

e Krok 1: Realizacja punktu 7?
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tablicaKrawedzi = [{(2,2)-(5,8)},
{(5,8)-(11,8)},

{(11,8)-(12,3)},

{(12,3)-(9,4)},

{(9,4)-(6,4)},

{(6,4)-(2,2)}

e Krok 2: Realizacja punktu 7?7

tablicaKrawedzi = [{(2,2)-(5,8)},
usunieta

{(11,8)-(12,3)},

{(12,3)-(9,4)},

usunieta

{(6,4)-(2,2)}

e Krok 3: Realizacja punktu 7?

tablicaKrawedzi = [{(2,2)-(5,8)},

{(12,3)-(11,8)-}, <- zamiana
{(12,3)-(9,4)%,

{(2,2)-(6,4)-} <~ zamiana
]

e Krok 4: Realizacja punktu ??

tablicaKrawedzi = [{(2,2)-(5,8)},
{(2,2)-(6,4)},

{(12,3)-(11,8)1},

{(12,3)-(9,4)}



1.8. WYPELNIANIE WIELOKATOW

e Krok 5: Realizacja punktu 77
tablicaKrawedziAktywnych = []

e Krok 6: Realizacja punktu 7?
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1.1

1.2
1.3
1.4

1.5

1.6
1.7
1.8
1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

Spis rysunkow

Rysunek sytuacyjny, stanowiacy punkt odniesienia do rozwazan w tym rozdziale.
Zauwazmy, ze piksel ma niezerowa wysoko$é i szerokosé a wiec najwygodniej wspol-
rzedne piksela utozsamiaé¢ z jego Srodkiem. W konsekwencji piksel p = (x,y) ma
wymiary [z —w/2,z4+w/2] X [y —h/2,y+ h/2], gdzie w i h to odpowiednio szerokos$¢

i wysokosé piksela. Dla prostoty mozemy przyjac¢, ze oba wspomniane wymiary maja

wartoS€ 1 . . .. L 2
Idealny obraz odcinka po rasteryzacji. . . . . . . . . ..o 6
Rzeczywisty obraz odcinka po rasteryzacji . . . . . . . ... 7

Rzeczywisty obraz odcinka (0, 100) — (400, 101) po rasteryzacji bedacy wynikiem aku-
mulacji btedéw zmiennoprzecinkowych . . . . . ..o o000 7
Rzeczywisty obraz odcinka (0,100) — (400,101) po rasteryzacji z uwzglednieniem

akumulacji bledéw (algorytm 1.6). Poréwnujac ten rysunek z rysunkiem 1.4 widzimy

w jego Srodkowej czesci ,schodek” co wydaje sie byé¢ zgodne z nasza intuicja . . . . . 9
Przypadek gdy |a| > 1 — powstawanie ,dziur” . . . . ... ... .00 L. 9
Przypadek gdy |a| > 1 — wiecej niz jeden piksel w kolummnie . . . . . ... ... ... 10
Wykres funkeji g(x) dla wartosci z tabeli 1.1 . . . . ... .. .o oL 11

Wykres znaku wartosci funkcji f(x,y) dla wartosci z tabeli 1.3; warto$ci ujemne

oznaczono symbolem '—’; dodatnie symbolem '+’ a czarna kropka wartosci rowne zero 12
Wybdr kolejnego piksela . . . . . . . oL 13
Wartoéci w punktach srodkowych dla piksela P, Aoraz B . . . . . . ... ... ... 15

Przykltad poprawnego dzialania algorytmu z listingu 1.9: wykres odcinka (0,1) —
(400,201) lezacego na prostej y = 0.5z +1 . . . . . . L 20
Zblizenie na wykres odcinka (0,1) — (400,201) lezacego na prostej y = 0.5z + 1 —

widaé regularny, zgodny z oczekiwaniem wzoér: dwa w prawo, jeden do gory . . . . . 20
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1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

1.24

SPIS RYSUNKOW

Oktanty uktadu wspétrzednych. Oktanty I, IV, V, VIII to obszary w ktérych modut
nachylenia odcinka do osi OX jest z przedziatu 0-45 stopni . . . . . . ... ... .. 20
Przyklady blednego dzialania algorytmu w wersji podstawowe;j (z listingu 1.9): wykres
odcinka (0,1) — (200, 301). Jak widaé¢ otrzymany odcinek nachylony jest pod katek
45 stopni a wiec nie moze przechodzi¢ przez oba zadane punkty . . . . . . . ... .. 21
Zaleznosci pomiedzy wspétrzednymi punktow rozmieszczonych w réoznych oktantach 21
Przyktady dzialania algorytmu przedstawionego na listingu 1.10 . . . . . . .. . .. 22
Oktanty i odbicia symetryczne punktu z tuku . . . . . .. ... 00000 24

Okrag narysowany w programie do grafiki rastrowej. Wyr6zniono fragment w oktancie

11. Powigkszenie tego oktantu przedstawiono na rysunku 1.20 . . . . . . . . ... .. 24
Luk okregu w rozwazanym oktancie (poréwnaj takze rysunek 1.19) . . . . . . . . .. 25
Przyklady dzialania algorytmu przedstawionego na listingu 1.11 . . . . . . .. . .. 26

Powigkszenie rysunku 1.21 bedacego efektem dziatania algorytmu przedstawionego

na listingu 1.11 (poréwnaj to powigkszenie z rysunkiem 1.19) . . . . .. ... .. .. 27
Dziatanie algorytmu wygladzajacego krawedzie na przyktadzie: wykresu odcinka (0, 1)—
(400,201) lezacego na prostej y = 0.5x + 1 (poréwnaj takze rysunek 1.12) . . . . .. 28
Zblizenie na wykres odcinka (0,1) — (400,201) otrzymanego za pomoca algorytmu
wykorzystujacego wygltadzanie krawedzi (poréwnaj takze rysunek 1.13) . . ... .. 29



1.1
1.2
1.3
1.4

Spis tabel

Wartosci funkeji g(x) = ax + b dla a = 0.5, b = 1 w wybranych punktach . . . . . . . 10
Wartosci funkeji f(x,y) w punktach z tabeli 1.1 . . . . . . .. . ... ... ... ... 11
Wartosci funkeji f(x,y) w wybranych punktach . . . . . . ... ... ... ... ... 11
Wartosci funkcji f* . . . . 0 oo 18
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accumulator, 40
assember, 25
assembling, 25
assembly, 25

language, 25

execution
out-of-order, 37

speculative, 37, 39

hazard, 42

instruction
pipeline, 41

pointer, 40

labels, 16

language
assembly, 25

little endian, 49

long mode, 36

memory

protected, 35

virtual, 35
memory management unit, 50
memory protection, 50
memory segmentation, 49
mode

long, 36

protected, 35

real, 35

Skorowidz

virtual, 36

page table, 50

paging, 35

processor status word, 40
program counter, 40

protected mode, 35

real mode, 35

register, 37
accumulator, 40, 42
address, 40
control and status, 41
data, 40
destination index, 43
floating point, 40
general purpose, 40
instruction, 40
instruction pointer, 40
processor status word, 40
program counter, 40, 41
renaming, 37, 38
source index, 43
special purpose, 40
stack pointer, 40, 43

base, 43

status, 40
user-accessible, 40
vector, 41

register base, 42

register counter, 42
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register data, 42

segmentation fault, 50

stack pointer, 40

virtual mode, 36
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