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Wprowadzenie
Impulsem dla powstania logiki rozmytej i teorii zbiorów rozmyty
h byªa
h�¢ pre
yzyjniejszego opisania zjawisk oraz poj�¢ maj¡
y
h ze swojejnatury niepre
yzyjny lub wielozna
zny 
harakter. Za oj
a tej dziedzinynauki uwa»a si� L. A. Zadeha, który przedstawiª jej zarys w pra
y FuzzySets (Information And Control, 1965, vol. 8, p. 338-353.).



Wprowadzenie
Logika rozmyta (ang. fuzzy logi
) jest jedn¡ z logik wielowarto±
iowy
h(ang. multi-valued logi
) i stanowi uogólnienie klasy
znej logikidwuwarto±
iowej. Jest ±
i±le powi¡zana z teori¡ zbiorów rozmyty
h iteori¡ prawdopodobie«stwa. W logi
e rozmytej mi�dzy stanem 0 (faªsz) astanem 1 (prawda) roz
i¡ga si� szereg warto±
i po±redni
h, któreokre±laj¡ stopie« przynale»no±
i elementu do zbioru.



Wprowadzenie
Zna
zna ilo±¢ �zjawisk� z jakimi spotyka si� 
zªowiek posiada zna
zniewi�
ej ni» tylko dwa stany je opisuj¡
e. Pod poj�
iem �zjawiska� mo»emyrozumie¢ zarówno temperature jak i kolor 
zy te» wag�. W takiej sytua
jiposªugiwanie si� logik¡ dwuwarto±
iow¡ jest nienaturalne a przedewszystkim kªopotliwe.



WprowadzenieZaªó»my na przykªad, »e w zbiorze osób musimy ozna
zy¢ osoby wysokie.Ale 
o to zna
zy: wysoka osoba? O
zywi±
ie mo»emy przyj¡¢ umow�, »ewszystkie osoby o wzro±
ie z przedziaªu [176, 185] (
m) s¡ wysokie.Osoby, który
h wzrost przekra
za 185 
m uwa»a¢ b�dziemy za bardzowysokie a te o wzro±
ie mniejszym ni» 176 
m za niskie. Intui
yjniewy
zuwamy jednak, »e taki podziaª jest bardzo sztu
zny. Powodów jestkilka.Po pierwsze, nawet w±ród wysoki
h osób b�d¡ osoby wy»sze i ni»sze.Klasy�kuj¡
 w identy
zny sposób wszystkie osoby zali
zane dowysoki
h automaty
znie skazujemy siebie na utrat� informa
ji.Po drugie, logika dwuwarto±
iowa zmusza nas do nienaturalny
hrozgrani
ze«. Wedªug naszego, restryk
yjnego progu klasy�ka
ji,osoba o wzro±
ie 185.2 
m nie jest zali
zana do grupy wysoki
h.



Wprowadzenie
Zde
ydowanie bardziej naturalne jest stwierdzenie, »e osoby o wzro±
ie180 
m i 185 
m s¡ wysokie, ale ta o wzro±
ie 185 
m jest wysoka wstopniu wi�kszym ni» ta o wzro±
ie 180 
m. Co wi�
ej, ta o wzro±
ie185.2 
m mimo, »e za
zyna by¢ ju» zali
zana do bardzo wysoki
h tow
i¡» mo»e by¢ zali
zana do wysoki
h, 
ho¢ w ju» tro
h� mniejszymstopniu. I w tak naturalny sposób do
hodzimy do potrzeby okre±laniastopnia przynale»no±
i.



WprowadzenieNie mówimy bowiem, »e 
o± nale»y (w 
aªo±
i) lub nie do jakiego± zbioru,ale, »e nale»y w jakim± stopniu; w jakim± stopniu speªnia �zaªo»enia�opisuj¡
e zbiór do którego przynale»y. W ten sposób zamiast podziaªudwustanowegoPrzedziaª [
m℄ 50-150 150-176 176-180 180-185 185-210 210-250Przynale»no±¢ NIE NIE TAK TAK NIE NIETable: Podziaª przestrzeni rozwa»a« (wzrost 
zªowieka) na podprzedziaªyopisywane warto±
iami 0 lub 1.mo»emy wprowadzi¢ nast�puj¡
y podziaª opisuj¡
y przynale»no±¢ dozbioru osób wysoki
hPrzedziaª[
m℄ 50 -150 150 -160 160 -170 170 -176 176 -178 178 -180 180 -182 182 -184 184 -185 185 -190 190 -200 210 -250Przynale»no±¢w stopniu 0.0 0.0 0.4 0.6 0.7 0.75 0.85 0.9 1.0 0.9 0.75 0.3Table: Podziaª przestrzeni rozwa»a« (wzrost 
zªowieka) na podprzedziaªyopisywane warto±
iami z przedziaªu [0, 1].



Wprowadzenie
Dokonuj¡
 podziaªu przestrzeni na 
o raz mniejsze podprzedziaªyuzyskamy ostate
znie stopnie przynale»no±
i daj¡
e si� opisa¢ za pomo
¡funk
ji 
i¡gªej (porównaj rysunki 1�4).



Wprowadzenie
1

stopień
bycia
wysokim

176 1850

wysoki

Figure: Progowe kryterium wyboru osób wysoki
h. Przynale»no±¢ w stopniu1.0 ozna
za �by¢ osob¡ wysok¡�, przynale»no±¢ w stopniu 0.0 ozna
za �nie by¢osob¡ wysok¡�.



Wprowadzenie
1

stopień
bycia
wysokim

176 1850

wysoki

Figure: Progowe kryterium wyboru osób wysoki
h uwzgl�dniaj¡
e mo»liwo±¢tylko 
z�±
iowej przynale»no±
i do zbioru osób wysoki
h. A zatem o osobieprzynale»¡
ej do zbioru osób wysoki
h w stopniu 0.5, powiemy �wysoka� zezna
znie mniejszym �przekonaniem�.



Wprowadzenie
1

stopień
bycia
wysokim

176 1850

wysoki

Figure: Progowe kryterium wyboru osób wysoki
h uwzgl�dniaj¡
e mo»liwo±¢tylko 
z�±
iowej przynale»no±
i do zbioru osób wysoki
h � poszerzenie kon
ep
jiz rysunku 2.



Wprowadzenie
1

stopień
bycia
wysokim

176 1850
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Figure: Funk
ja przynale»no±
i do zbioru osób wysoki
h.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
Ch
¡
 mówi¢ o zbiora
h rozmyty
h musimy okre±li¢ obszar rozwa»a«(ang. the universe of dis
ourse) nazywany tak»e zbiorem lubprzestrzeni¡. Obszar rozwa»a« to ni
 innego jak zakres warto±
ide�niuj¡
y
h dany zbiór rozmyty. Pami�tajmy, »e jest to zbiórnierozmyty. Zbiór ten mo»e by¢ zarówno zbiorem li
zb jak i osób,przedmiotów 
zy poj�¢.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionZbiorem rozmytym A w pewnej (niepustej) przestrzeni X , 
o zapisujemyjako A ⊆ X , nazywamy zbiór parA = {(x , µA(x)); x ∈ X} ,w którym

µA : X → [0, 1]nazywamy funk
j¡ przynale»no±
i zbioru rozmytego A. Funk
ja taka»demu elementowi x ∈ X przyporz¡dkowywuje jego stopie«przynale»no±
i do zbioru rozmytego A.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeDo zapisu zbiorów rozmyty
h stosuje si� symbolik�, która mo»e okaza¢si� lekko myl¡
a. Je»eli X jest przestrzeni¡ o sko«
zonej li
zbieelementów, to zna
zy X = {x1, . . . , xn}, to zbiór rozmyty A ⊆ Xsymboli
znie zapisujemy w nast�puj¡
ej posta
iA =
µA(x1)x1 +

µA(x2)x2 + · · · +
µA(xn)xn =

n
∑i=1 µA(xi )xigdzie zapis

µA(xi )xi , i = 1, . . . , nnale»y rozumie¢ jako
(xi , (µA(xi )), i = 1, . . . , nJe±li X jest przestrzeni¡ o niesko«
zonej li
zbie elementów, to zbiórrozmyty A ⊆ X symboli
znie zapisujemy jakoA =

∫X µA(x)x .



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
Okre±limy poj�
ie �mniej wi�
ej 5�. Nie
h przestrzeni¡ rozwa»a« X b�dziezbiór li
zb naturalny
h. Wów
zas zde�niowa¢ mo»emy nast�puj¡
y zbiórrozmyty A ⊆ XA =

0.11 +
0.32 +

0.73 +
0.94 +

15 +
0.96 +

0.77 +
0.38 +

0.19



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeTypowe funk
je przynale»no±
iFunk
ja typu singletonJest to dosy¢ nietypowa funk
ja przynale»no±
i przyjmuj¡
a warto±¢ 1(
aªkowiat przynale»no±¢) tylko w jednym punk
ie przestrzeni rozwa»a«.Dla pozostaªy
h punktów warto±¢ tej funk
ji wynosi 0 (rysunek 5).
µA(x) =

{ 1 dla x = x ′0 dla x 6= x ′
µ(x)

x

1

0
x′Figure: Funk
ja typu singleton.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeTypowe funk
je przynale»no±
iFunk
ja GaussaFunk
ja tego typu opisana jest wzorem (rysunek 6)
µA(x) = exp(−(x − x ′

ρ

)2)w którym x ′ jest ±rodkiem, a ρ okre±la szeroko±¢ krzywej gaussowskiej.
µ(x)

x

1

0
x′Figure: Funk
ja Gaussa (wykres lini¡ 
i¡gª¡ dla parametru ρ = 1.5, lini¡przerywan¡ dla ρ = 0.3).



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeTypowe funk
je przynale»no±
iFunk
ja klasy sFunk
j� t� de�niujemy jako (rysunek 7)
µA(x ; a, b, 
) =























0 dla x ≤ a2( x−a
−a)2 dla x ∈ (a, b]1− 2( x−

−a)2 dla x ∈ (b, 
]1 dla x > 
W punk
ie x = b = (a + 
)/2 funk
ja przyjmuje warto±¢ 0.5.
µ(x)

x

1

0.5

0 a b cFigure: Funk
ja klasy s.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeTypowe funk
je przynale»no±
iFunk
ja klasy γFunk
j� t� de�niujemy jako (rysunek 8)
µA(x ; a, b) =







0 dla x ≤ ax−ab−a dla x ∈ (a, b]1 dla x > b
µ(x)

x

1

0 a bFigure: Funk
ja klasy γ.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeTypowe funk
je przynale»no±
iFunk
ja klasy LFunk
j� t� de�niujemy jako (rysunek 9)
µA(x ; b, 
) =







1 dla x ≤ b
−x
−b dla x ∈ (b, 
]0 dla x > 

µ(x)

x

1

0 b cFigure: Funk
ja klasy L.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeTypowe funk
je przynale»no±
iFunk
ja klasy tFunk
j� t� de�niujemy jako (rysunek 10)
µA(x ; a, b, 
) =















0 dla x ≤ ax−ab−a dla x ∈ (a, b]
−x
−b dla x ∈ (b, 
]0 dla x > 

µ(x)

x

1

0 a b cFigure: Funk
ja klasy t.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeTypowe funk
je przynale»no±
iFunk
j� t� de�niujemy jako (rysunek 11)
µA(x ; a, b, b′, 
) =























0 dla x ≤ ax−ab−a dla x ∈ (a, b]1 dla x ∈ (b, b′]
−x
−b′
dla x ∈ (b′, 
]0 dla x > 


µ(x)

x

1

0 a b b′ cFigure: Funk
ja �trapezowa�.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
jeTypowe funk
je przynale»no±
i
PrzykªadFunk
je przynale»no±
i dla poj�¢ zwi¡zany
h z pr�dko±
i¡.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionZbiór elementów przestrzeni X , dla który
h µA(X ) > 0 nazywamyno±nikiem zbioru rozmytego A i ozna
zamy suppA.



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionWysoko±
i¡ zbioru rozmytego A nazywamy li
zb� h(A) zde�niowan¡ jakponi»ej h(A) = supx∈AµA(x)



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionZbiór rozmyty A nazywamy normalnym je±li h(A) = 1. Zauwa»my, »eje±li zbiór nie jest normalny to zawsze mo»na znormalizowa¢ go zapomo
¡ przeksztaª
enia

µA′(x) =
µA(x)h(A)



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionZbiór rozmyty nazywamy pustym, 
o zapisujemy A = 6 0 je±li µA = 0 dlaka»dego x ∈ X .



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionZbiór rozmyty A zawiera si� w zbiorze rozmytym B , 
o zapisujemyA ⊂ B je±li

µA ≤ µBdla ka»dego x ∈ X .



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionZbiór rozmyty A jest równy zbiorowi rozmytemu B , 
o zapisujemy A = Bje±li

µA = µBdla ka»dego x ∈ X .



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nition
α-przekrojem zbioru rozmytego A ⊆ X , 
o zapisujemy Aα, nazywamyziór nierozmyty Aα = {x ∈ X : µA(x) ≥ α}dla ka»dego α z przedziaªu [0, 1]



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionZbiór rozmyty A ⊆ X jest wypukªy je±li dla dowolny
h x1, x2 ∈ X i
λ ∈ [0, 1] za
hodzi

µA (λx1 + (1− λ)x2) ≥ min(µA(x1), µA(x2))



Podstawowe poj�
ia i de�ni
je
De�nitionZbiór rozmyty A ⊆ X jest wkl�sªy je±li istniej¡ x1, x2 ∈ X oraz λ ∈ [0, 1]takie, »e za
hodzi

µA (λx1 + (1− λ)x2) < min(µA(x1), µA(x2))



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionSum¡ zbiorów rozmyty
h A,B ⊆ X jest zbiór rozmyty A ∪ B o funk
jiprzynale»no±
i
µA∪B(x) = µA(x)∨µB(x) = (µA(x) OR µB(x)) = max(µA(x), µB(x))dla ka»dego x ∈ X .



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
PrzykªadNie
h X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} orazA =

0.22 +
0.75 +

16 +
0.859B =

0.52 +
0.43 +

0.755 +
19Zgodnie z powy»sz¡ de�ni
j¡ sum¡ zbiorów rozmyty
h A,B ⊆ X jestA ∪ B =

0.52 +
0.43 +

0.755 +
16 +

19



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionPrze
i�
iem zbiorów rozmyty
h A,B ⊆ X jest zbiór rozmyty A ∩ B ofunk
ji przynale»no±
i
µA∩B(x) = µA(x)∧µB(x) = (µA(x) AND µB(x)) = min(µA(x), µB(x))dla ka»dego x ∈ X .



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
PrzykªadNie
h X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} orazA =

0.22 +
0.75 +

16 +
0.859B =

0.52 +
0.43 +

0.755 +
19Zgodnie z powy»sz¡ de�ni
j¡ prze
i�
iem zbiorów rozmyty
h A,B ⊆ Xjest A ∩ B =

0.22 +
0.75 +

0.859



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
UwagaZamiast de�ni
ji 11 i 12 mo»na spotka¢ alternatywne de�ni
je sumy iprze
i�
ia zbiorów rozmyty
h. W ogólno±
i prze
i�
ie zbiorów rozmyty
hmo»na zde�niowa¢ za pomo
¡ tak zwanej T-normy natomiast sum�zbiorów rozmyty
h za pomo
¡ tak zwanej S-normy.



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
Theorem (Twierdzenie o dekompozy
ji)Ka»dy zbiór rozmyty A ⊆ X mo»na przedstawi¢ w posta
iA =

⋃

α∈[0,1] αAαgdzie αAα ozna
za zbiór rozmyty, którego elementom przypisanonast�puj¡
e stopnie przynale»no±
i
µαAα

(x) =

{

α dla x ∈ Aα0 dla x /∈ Aα



Opera
je na zbiora
h rozmyty
hRozwa»my zbiór rozmyty A ⊆ XA =
0.22 +

0.75 +
16 +

0.859Zgodnie z powy»sz¡ de�ni
j¡ otrzymujemyA = 0.2 · A0.2 + 0.7 · A0.7 + 0.85 · A0.85 + 1 · A1
=

(0.22 +
0.25 +

0.26 +
0.29 ) ∪

(0.75 +
0.76 +

0.79 )
∪

(0.856 +
0.859 )

∪

(16)



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionDopeªnieniem zbioru rozmytego A ⊆ X jest zbiór rozmyty A o funk
jiprzynale»no±
i

µA = 1− µA(x)dla ka»dego x ∈ X .



Opera
je na zbiora
h rozmyty
hNie
h X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Rozwa»my zbiór rozmyty A ⊆ XA =
0.22 +

0.75 +
16 +

0.859Zgodnie z powy»sz¡ de�ni
j¡ otrzymujemyA =
10 +

11 +
0.82 +

13 +
14 +

0.35 +
06 +

17 +
18 +

0.159Zauwa»my, przy okazji, »e w przypadku zbiorów rozmyty
h nie za
hodz¡równo±
i A ∪ A = X oraz A ∩ A = 6 0, 
zyli nie s¡ speªnione prawadopeªnienia. Mo»na natomiast wykaza¢, »e de�ni
je sumy, prze
i�
ia idopeªnienia maj¡ 
e
hy przemienno±
i, ª¡
zno±
i i rozdzielno±
i aponadto speªniaj¡ prawa de Morgana oraz absorp
ji.



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionIlo
zynem kartezja«skim zbiorów rozmyty
h A ⊆ X i B ⊆ Y ,ozna
zanym A× B , nazywamy

µA×B = min(µA(x), µB(y)) (1)lub
µA×B = µA(x)µB(y) (2)dla ka»dego x ∈ X i y ∈ Y .



Opera
je na zbiora
h rozmyty
hNie
h X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} orazA =
0.22 +

0.75B =
0.52 +

0.43 +
0.755Zgodnie z powy»sz¡ de�ni
j¡ ilo
zyn kartezja«ski zbiorów rozmyty
hA,B ⊆ X wynosi (wg. wzoru 1)A× B =

0.2
(2, 2) +

0.5
(2, 5) +

0.2
(3, 2) +

0.4
(3, 5) +

0.2
(5, 2) +

0.7
(5, 5)lub (wg. wzoru 2)A× B =

0.2 · 0.5
(2, 2) +

0.5 · 0.7
(2, 5) +

0.2 · 0.4
(3, 2) +

0.4 · 0.7
(3, 5) +

0.2 · 0.75
(5, 2) +

0.7 · 0.75
(5, 5)

=
0.1

(2, 2) +
0.35
(2, 5) +

0.08
(3, 2) +

0.28
(3, 5) +

0.15
(5, 2) +

0.525
(5, 5)



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionLi
zb¡ rozmyt¡ nazywamy zbiór rozmyty A okre±lony w zbiorze li
zbrze
zywisty
h R , A ⊆ R taki, »e1 A jest normalny,2 A jest wypukªy,3 µA(x) jest przedziaªami 
i¡gªa.



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionLi
zba rozmyta A ⊆ R jestdodatnia, je»eli µA(x) = 0 dla wszystki
h x < 0.ujemna, je»eli µA(x) = 0 dla wszystki
h x > 0.



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionNie
h dane b�d¡ dwie li
zby rozmyte A1,A2 ⊆ R . Okre±lamy dla ni
hopera
jedodawania, 
o zapisujemy A1 + A2 = B , gdzie funk
japrzynale»no±
i zbioru B przyjmuje posta¢

µB(y) = supx1, x2y = x1 + x2 min(µA1(x1), µA2(x2)),



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionodejmowanie, 
o zapisujemy A1 − A2 = B , gdzie funk
japrzynale»no±
i zbioru B przyjmuje posta¢

µB(y) = supx1, x2y = x1 − x2 min(µA1(x1), µA2(x2)),



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionmno»eniem, 
o zapisujemy A1 · A2 = B , gdzie funk
japrzynale»no±
i zbioru B przyjmuje posta¢

µB(y) = supx1, x2y = x1 · x2 min(µA1(x1), µA2(x2)),



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitiondzieleniem, 
o zapisujemy A1 : A2 = B , gdzie funk
japrzynale»no±
i zbioru B przyjmuje posta¢

µB(y) = supx1, x2y = x1 : x2 min(µA1(x1), µA2(x2)).



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitiondzieleniem, 
o zapisujemy A1 : A2 = B , gdzie funk
japrzynale»no±
i zbioru B przyjmuje posta¢

µB(y) = supx1, x2y = x1 : x2 min(µA1(x1), µA2(x2)).



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
PrzykªadNie
h dane b�d¡ dwie li
zby rozmyteA =

11 +
0.22 +

0.13B =
0.52 +

13 +
0.754Aby poli
zy¢ sum� ty
h li
zb wypiszmy najpierw wszystkie mo»liweukªady x1 i x2. Patrz¡
 na li
zb� A widzimy, »e niezerowe warto±
i funk
jiprzynale»no±
i okre±lone s¡ dla x1 = {1, 2, 3}. Podobnie dla Botrzymujemy x2 = {2, 3, 4}.



Opera
je na zbiora
h rozmyty
hPrzykªadSt¡d wszystkie mo»liwe ukªady pary (x1, x2) tox1 x2 x1 + x21 2 31 3 41 4 52 2 42 3 52 4 63 2 53 3 63 4 7



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
PrzykªadSt¡d funk
ja przynale»no±
i µA+B(y) przyjmuje niezerowe warto±
i tylkodla y ∈ {3, 4, 5, 6, 7}. A zatem



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
Przykªad

µA+B(3) = supx1, x2x1 + x2 = 3 {min(µA1(1), µA2(2))}
= max{min(1, 0.5)} = 0.5

µA+B(4) = supx1, x2x1 + x2 = 4 {min(µA1(1), µA2(3)),min(µA1(2), µA2(2))}
= max{min(1, 1),min(0.2, 0.5)} = 1



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
Przykªad
µA+B(5) = supx1, x2x1 + x2 = 5 {min(µA1(1), µA2(4)),min(µA1(2), µA2(3)),min(µA1(3), A2 2

= max{min(1, 0.75),min(0.2, 1),min(0.1, 0.5)} = 0.75
µA+B(6) = supx1, x2x1 + x2 = 6 {min(µA1(2), µA2(4)),min(µA1(3), µA2(3))}

= max{min(0.2, 0.75),min0.1, 1} = 0.2



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
Przykªad

µA+B(7) = supx1, x2x1 + x2 = 7 {min(µA1(3), µA2(4))}
= max{min(0.1, 0.75)} = 0.75



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
PrzykªadOstate
znie otrzymujemyA + B =

0.53 +
14 +

0.755 +
0.26 +

0.757



Opera
je na zbiora
h rozmyty
hDe�nitionNie
h dana b�dzie li
zba rozmyta A ⊆ R . Okre±lamy dla niej opera
jezmiany znaku, 
o zapisujemy −A, a jej funk
ja przynale»no±
iprzyjmuje posta¢
µ−A(x) = µA(−x)odwrotno±
i, 
o zapisujemy A−1, a jej funk
ja przynale»no±
iprzyjmuje posta¢
µA−1(x) = µA(x−1)skalowania, 
o zapisujemy λA, λ ∈ R a jej funk
ja przynale»no±
iprzyjmuje posta¢
µλA(x) = µA(λx)



Opera
je na zbiora
h rozmyty
hUwagaZauwa»my, »e suma li
zb prze
iwny
h (na ogóª) nie daje zera a ilo
zynli
zb odwrotny
h nie jest równy 1.UwagaNie zawsze wynikiem opera
ji arytmety
zny
h na li
zba
h rozmyty
h jestli
zba rozmyta. Jednak w przypadku li
zb maj¡
y
h 
i¡gªe funk
jeprzynale»no±
i za
hodziTheorem (Dubois i Prade)Je±li li
zby rozmyte maj¡ 
i¡gªe funk
je przynale»no±
i, to wynikiemopera
ji arytmety
zny
h dodawania, odejmowania, mno»enia i dzielenias¡ li
zby rozmyte.



Opera
je na zbiora
h rozmyty
h
De�nitionRela
j¡ rozmyt¡ R mi�dzy dwoma niepustymi zbiorami (nierozmytymi) Xi Y nazywamy zbiór rozmyty okre±lony na ilo
zynie kartezja«skim X ×Y .



Reguªy wnioskowania
Jako postawowe reguªy wnioskowania w logi
e dwuwarto±
iwej stosowanes¡ Reguªa modus ponens1 okre±lona przez nast�puj¡
y s
hematwnioskowaniaPrzesªanka AImplika
ja A implikuje B-------------------------------------Wniosek B

1Nazywana te» modus ponendo ponens (ªa
. sposób potwierdzaj¡
y przezpotwierdzenie) lub reguª¡ odrywania.



Reguªy wnioskowania
Jako postawowe reguªy wnioskowania w logi
e dwuwarto±
iwej stosowanes¡ Reguªa modus tollens2 okre±lona przez nast�puj¡
y s
hematwnioskowaniaPrzesªanka not(B)Implika
ja A implikuje B-------------------------------------Wniosek not(A)

2Nazywana te» modus tollendo tollens, (ªa
. sposób zaprze
zaj¡
y przy pomo
yzaprze
zenia).



Reguªy wnioskowania
W obu reguªa
h je±li speªnione jest (to zna
zy, je±li jest prawdziwe)wszystko to 
o jest nad kresk¡, wów
zas prawdziwe jest to 
o znajduje si�pod kresk¡. Mówi¡
 ina
zej, z prawdziwo±
i przesªanki i implika
ji wynikaprawdziwo±¢ wniosku.



Reguªy wnioskowaniaUogólniaj¡
 reguªy wnioskowania logiki dwuwarto±
iowej otrzymujemy i
hodpowiedniki wyra»one w logi
e rozmytej.De�nitionUogólnion¡ (rozmyt¡) reguª¡ wnioskowania modus ponens okre±lanast�puj¡
y s
hemat wnioskowaniaPrzesªanka x jest A'Implika
ja IF x jest A THEN y jest B-------------------------------------Wniosek y jest B'gdzie A,A′ ⊆ X oraz B ,B ′ ⊆ Y s¡ zbiorami rozmytymi, natomiast x i ys¡ zmiennymi lingwisty
znymi 
zyli zmiennymi przyjmuj¡
ymi jako swoj¡warto±¢ sªowa lub zdania wypowiedziane w j�zyku naturalnym.



Reguªy wnioskowaniaUogólniaj¡
 reguªy wnioskowania logiki dwuwarto±
iowej otrzymujemy i
hodpowiedniki wyra»one w logi
e rozmytej.De�nitionUogólnion¡ (rozmyt¡) reguª¡ wnioskowania modus tollens okre±lanast�puj¡
y s
hemat wnioskowaniaPrzesªanka y jest B'Implika
ja IF x jest A THEN y jest B-------------------------------------Wniosek x jest A'gdzie A,A′ ⊆ X oraz B ,B ′ ⊆ Y s¡ zbiorami rozmytymi, natomiast x i ys¡ zmiennymi lingwisty
znymi 
zyli zmiennymi przyjmuj¡
ymi jako swoj¡warto±¢ sªowa lub zdania wypowiedziane w j�zyku naturalnym.



Reguªy wnioskowania
W obu przypadka
h implika
ja jest tej samej posta
i. Jednak»e zdanie Aw implika
ji reguªy nierozmytej widnieje równie» w przesªan
e tej reguªy.Natomiast w przypadku reguªy rozmytej przesªanka nie doty
zy zbiorurozmytego A ale pewnego zbioru A′, który mo»e by¢ identy
zny z A, wjakim± sensie podobny do A lub wr�
z 
aªkowi
ie inny od A.Wyst�powanie przesªanki nie konie
znie dokªadnie takiej jak w reguleozna
za, »e wniosek (najprawdopodobniej) tak»e nie b�dzie odnosiª si�do zbioru B , ale pewnego zbioru B ′, który ponownie mo»e by¢ identy
znyz B , w jakim± sensie podobny do B lub wr�
z 
aªkowi
ie inny od B .



Reguªy wnioskowaniaDe�nitionNie
h A i B b�d¡ zbiorami rozmytymi, A ⊆ X oraz B ⊆ Y . Rozmyt¡implika
j¡ A → B nazywamy rela
j� R okre±lon¡ w X × Y i zde�niowan¡za pomo
¡ jednej z podany
h reguªareguªa Mamdaniego (minimum)
µA→B(x , y) = µR(x , y) = µA(x)∧µB (y) = min[µA(x), µB(y)]reguªa Larsena (ilo
zyn)

µA→B(x , y) = µR(x , y) = µA(x) · µB(y)aReguª ty
h jest zna
znie wi�
ej � ze wzgl�du na 
harakter zaj�¢ ograni
zamy si�jedynie do ty
h dwó
h.



Sterowniki rozmyteJednym z prakty
zny
h pól zastosowa« logiki rozmytej s¡ zadaniakontroli i sterowania. Aby mó
 sterowa¢ przebiegiem pewny
h pro
esówlub te» pra
¡ urz¡dze« niezb�dne jest stworzenie odpowiedniego modelu,na podstawie którego mo»na b�dzie podejmowa¢ de
yzje zwi¡zane zesterowaniem. Bardzo 
z�sto zdarza si�, i» znalezienie odpowiedniegomodelu jest pro
esem trudnym i 
zaso
hªonnym a nierzadkowymagaj¡
ym przyj�
ia dodatkowy
h zaªo»e« uprasz
zaj¡
y
hzagadnienie. W takim przypadku idealnym narz�dziem s¡ sterownikirozmyte. Zamiast wyzna
za¢ pewien model formuªujemy jedynie reguªypost�powania w posta
i rozmyty
h zda« warunkowy
h typuIF ... THEN ...



Sterowniki rozmyte
Rysunek ?? przedstawia klasy
zny sterownik rozmyty. Skªada si� on z
ztere
h elementów:Bazy reguªBaz� reguª stanowi zbiór rozmyty
h reguª np. posta
i3IF (x1 jest A1) AND ... AND (xn jest An)THEN (y1 jest B1) AND ... AND (ym jest Bm)gdzie Ai , Bj , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m � s¡ zbiorami rozmytymi, xi �zmiennymi wej±
iowymi, yj � zmiennymi wyj±
iowymi.

3Konkretna posta¢ reguª zale»y od przyj�tego modelu, 
o jednak nie wpªywa naogóln¡ struktur� sterownika rozmytego.



Sterowniki rozmyte
Bloku rozmywaniaPoniewa» system sterowania z logik¡ rozmyt¡ operuje na zbiora
hrozmyty
h, dlatego konkretne warto±
i sygnaªu wej±
iowegopodlegaj¡ opera
ji rozmywania, w wyniku której zostaj¡ oneodwzorowane w zbiór rozmyty. Blok rozmywania nazywany jesttak»e fuzy�katorem.



Sterowniki rozmyte
Bloku wnioskowaniaNa podstawie zbioru reguª rozmyty
h w opar
iu o uogólnione reguªywnioskowania znajdujemy odpowiedni zbiór rozmyty b�d¡
ywnioskiem powstaªym w opar
iu o podane przesªanki. Blokwnioskowania nazywany jest tak»e blokiem inferen
ji.



Sterowniki rozmyte
Bloku wyostrzaniaWielko±
i¡ wyj±
iow¡ bloku wnioskowania jest zbiór rozmyty. Zbiórten nale»y odwzorowa¢ w jedn¡ warto±¢, która b�dzie poszukiwanymsygnaªem steruj¡
ym. Blok wyostrzania nazywany jest tak»edefuzy�katorem.



Sterowniki rozmyte
Omówimy tutaj dwa najpopularniejsze modele: Mamdaniego orazTakagi-Sugeno.



Sterowniki rozmyteModel MamdaniegoModel Mamdaniego jest reprezentowany przez zbiór reguª posta
iIF(x1 jest A) AND ... AND (xm jest A)OR(x1 jest A) AND ... AND (xm jest A)OR...THEN (y1 jest B)W modelu tym istotne jest to, »e zarówno w poprzedniku reguªy (
z�±¢IF) jak i nast�pniku (
z�±¢ THEN) wyst�puj¡ zbiory rozmyte (wpowy»szym ogólnie ozna
zone jako A, B). Wyj±
ie modelu y obli
za si�jako y =

∑ni=1 τ (i)y (i)
∑ni=1 τ (i) ,gdzie τ (i) jest stopniem aktywno±
i i-tej reguªy, y (i) warto±
i¡ otrzyman¡w wyniku defuzy�ka
ji zbioru rozmytego znajduj¡
ego si� we wnioskui-tej reguªy a n ogóln¡ li
zb¡ reguª w modelu.



Sterowniki rozmyteModel Takagi-SugenoModel Takagi-Sugeno ró»ni si� od modelu Mamdaniego posta
¡ reguª.W tym przypadku w nast�pniku reguªy nie wyst�puje zbiór rozmyty, alefunk
jaIF(x1 jest A) AND ... AND (xm jest A)OR(x1 jest A) AND ... AND (xm jest A)OR...THEN (y jest f(x1,...,xm))



Sterowniki rozmyteModel Takagi-Sugeno
Tak wi�
 w modelu tym zbiór rozmyty wyst�puje jedynie w poprzednikureguªy (
z�±¢ IF). W nast�pniku (
z�±¢ THEN) wyst�puj¡ natomiastwyst�puj¡ zale»no±
i funk
yjne. Wyj±
ie modelu y obli
za si� jakoy =

∑ni=1 τ (i)f (i)(x1, . . . , xm)
∑ni=1 τ (i) ,gdzie τ (i) jest stopniem aktywno±
i i-tej reguªy, f (i)(x1, . . . , xm) jestfunk
j¡ wyst�puj¡
¡ we wniosku tej»e reguªy, n jest ogóln¡ li
zb¡ reguª wmodelu a m ogóln¡ li
zb¡ sygnaªów wej±
iowy
h.
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