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Liczba

Liczba

Liczba jest pewnym abstrakcyjnym bytem wykorzystywanym do zliczania
i mierzenia. Symbol lub stowo jezyka naturalnego wyrazajace liczbe
nazywamy numeratem lub cyfra? (ang. numeral, digit). Cyfry réznia sie
od liczb tak jak stowa réznig sie od rzeczy, ktére okreslaja. Symbole 11",
»jedynascie” oraz ,XI" s3 réznymi numeratami reprezentujacymi t3 sama
liczbe.

W potocznym znaczeniu stowo liczba uzywane jest zaréwno w
pierwotnym znaczeniu abstrakcyjnego bytu wyrazajacego ilos¢ i wielko$é
jak i symbolu. Oto bowiem wyrazenia numeryczne (a wiec ztozone z cyfr)
uzywane s3 jako pewnego rodzaju nazwy (np. numer telefonu), w celu
uporzadkowania (np. numer seryjny)czy tez jako kod (np. ISBN).

2Cho¢ termin cyfra zasadniczo zarezerwowany jest dla pojedynczego symbolu to
jednak np. jezyk angielski zdaje sie nie rozrézniaé tych dwéch terminéw.




System liczbowy

System liczbowy

System liczbowy jest sposobem reprezentacji liczb przy uzyciu cyfr
(numeratéw) w jednolity spos6b. W zaleznosci od kontekstu numerat
11" interpretowac bedziemy jako dwdjkowe przedstawienie liczby trzy,
dziesietne przedstawienie liczby jedynascie lub by¢ moze jeszcze inna
liczbe zapisang w innym systemie.




Rodzaje systeméw liczbowych

Unarny system liczbowy

Najprostszym systemem liczbowym jest unarny system liczbowy, w
ktérym kazda liczba naturalna reprezentowana jest przy pomocy jednego
znaku powielonego tyle razy ile wynosi liczba reprezentowana przez
tworzony numerat. Jesli wybranym symbolem bedzie ,,|", wéwczas liczbe
siedem zapiszemy jako siedmiokrotne powtdrzenie tego znaku, czyli
[11111]. Wbrew pozorom system ten wciaz funkcjonuje u ludéw
pierwotnych a i cywilizacje bardziej rozwiniete wykorzystuja go do zapisu
niewielkich liczb.

Systemy tego typu nazywamy takze systemami addytywnymi, bowiem
warto$¢ liczby otrzymujemy poprzez dodawanie kolejnych wartosci
wyrazanych przez symbole (w tym przypadku jeden symbol).




Skrécony zapis systemu unarnego

Skrécony zapis systemu unarnego

Dosy¢ ,rozwlekty” system unarny mozna uczyni¢ bardziej zwieztym
stosujac rézne dodatkowe symbole na okreslenie pewnych wartosci. Na
przyktad jesli | oznacza , jeden”, - oznacza ,dziesie¢" = oznacza ,sto’,
woéwczas liczbe 304 zwiezle zapisa¢ mozemy w nastepujacy sposéb: ===
||| a liczbe 123 jako: = - - ||| bez potrzeby uzywania symbolu i pojecia
.zero'. System liczbowy tego typu nazywa¢ bedziemy systemem
addytywnym jako, ze wartos¢ liczby otrzymujemy przez dodanie wartosci
reprezentowanych przez kolejne znaki. Liczby rzymskie sa wtasnie
liczbami takiego systemu.

Troche bardziej uzytecznymi systemami s systemy uzywajace symboli do
okreslenia ilosci powtérzen symboli okreslajacych liczbe. Na przyktad
mozemy uzywacé pierwszych dziewieciu liter alfabetu na okreslenie ilosci
powtorzen, przy czym A oznaczatoby ,dwa powtérzenia”, B ,trzy
powtérzenia” itd. Wéwczas liczbe 304 mogli bysmy zapisa¢ jako C= D|.
Taki sposéb wyrazania liczb obecny jest w wiekszosci nowozytnych
jezykéw europejskich, np. w angielskim: ,three hundred [and] four” czy
polskim ,trzy-sta [i] cztery”.




Rzymski system liczbowy

Rzymski system liczbowy

Symbol | Wartosé
I 1 (unus)
\Y 5 (quinque)
X 10  (decem)
L 50 (quinquaginta)
C 100 (centum)
D 500 (quingenti)
M | 1000 (mille)




Rzymski system liczbowy

Dodatkowe symbole

@ Kreska pionowa — liczba umieszczona miedzy kreskami byta
mnozona przez 100

|MD| = (1000 + 500) - 100 = 150000

o Nadkreslenie — liczba nad ktéra wystepowata kreska byta mnozona
przez 1000

MD = (1000 + 500) - 1000 = 1500000




Rzymski system liczbowy

Dodatkowe symbole

@ Kreska pionowa — liczba umieszczona miedzy kreskami byta
mnozona przez 100

|MD| = (1000 + 500) - 100 = 150000

o Nadkreslenie — liczba nad ktéra wystepowata kreska byta mnozona
przez 1000

MD = (1000 + 500) - 1000 = 1500000

Dodatkowe zatozenia

@ Kazdorazowe wystapienie symbolu o mniejszej wartosci przed
symbolem o wiekszej wartosci oznacza odejmowanie (od wiekszego

mniejsze).
@ Jako poprawne uwaza sie zapisy bardziej zwarte, np. 1V zamiast IllI.




Nowadays system

Nowadays system

Nowadays, the most commonly used system of numerals is known as
Hindu-Arabic numerals, and two great Indian mathematicians could be
given credit for developing them. Aryabhatta of Kusumapura who lived
during the 5th century developed the place value notation and
Brahmagupta a century later introduced the symbol zero.




Znaczenie dzisiejszych liczb
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Znaczenie dzisiejszych liczb

Obserwacja 1

We wspoétczesnych systemach liczbowych pozycja cyfry w liczbie ma
istotne znaczenie.




Znaczenie dzisiejszych liczb
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Znaczenie dzisiejszych liczb

Obserwacja 2

We wspoétczesnych systemach liczbowych znaczenie cyfry nie zalezy od
kontekstu (innych symboli otaczajacych).




Znaczenie dzisiejszych liczb

Znaczenie dzisiejszych liczb

W poprzednich przyktadach trzykrotnie uzyto symbolu , 1" ale za kazdym
razem miat on inne znaczenie. Co wazniejsze, znaczenie to nie zalezato
od innych otaczajacych symboli, ale tylko i wytacznie od pozycji symbolu
w liczbie.




Znaczenie dzisiejszych liczb

Znaczenie dzisiejszych liczb

W poprzednich przyktadach trzykrotnie uzyto symbolu , 1" ale za kazdym
razem miat on inne znaczenie. Co wazniejsze, znaczenie to nie zalezato
od innych otaczajacych symboli, ale tylko i wytacznie od pozycji symbolu
w liczbie.

| \

Znaczenie dzisiejszych liczb
304 =7!

\




Znaczenie dzisiejszych liczb

Znaczenie dzisiejszych liczb

W poprzednich przyktadach trzykrotnie uzyto symbolu , 1" ale za kazdym
razem miat on inne znaczenie. Co wazniejsze, znaczenie to nie zalezato
od innych otaczajacych symboli, ale tylko i wytacznie od pozycji symbolu
w liczbie.

| \

Znaczenie dzisiejszych liczb

304 =7!
304 =300+0+4=102-3+10'-0+10°-4

\




Systemy pozycyjne

Systemy pozycyjne

System pozycyjny jest znacznie bardziej elegancki niz system unarny lub
systemy pochodne od unarnego. Uzywajac np. liczby 10 jako podstawy
systemu, uzywamy 10 symboli 0, ..., 9 nazywanych cyframi i
wykorzystujemy pozycje cyfry w liczbie do okreslenia wyktadnika dla
podstawy, np. 304 =3-100+ 010+ 4 - 1. Zauwazmy, iz w tej notacji
musimy uzy¢ symbolu zero, ktéry nie byt potrzebny wczesniej, a tutaj
daje nam mozliwos¢ ,,pominiecia” pewnej potegi.




Pewne obserwacje

Pewne obserwacje

Arytmetyka jest znacznie tatwiejsza w systemach pozycyjnych niz
addytywnych. Co wiecej, addytywne systemy teoretycznie moga
potrzebowa¢ nieskorniczonej ilosci symboli do wyrazenia co raz to
wiekszych liczb (co raz to wiekszych poteg liczby 10). Wykorzystujac
natomiast pozycyjny system liczbowy, przy pomocy skonczonego zbioru
cyfr mozemy wyrazi¢ kazda liczbe.




Systemy pozycyjne

Definicja

Pozycyjnym systemem liczbowym (ang. positional numeral system lub
place-value numeral system) nazywamy pare (b, D), gdzie b jest liczba
naturalng nazywana podstawa systemu (ang. base lub radix of that
numeral system), D jest skonczonym zbiorem b symboli
{S0,51,--.,5p—1}, nazywanych cyframi (ang. digits)?. System taki
nazywamy systemem liczbowym o podstawie b (ang. base-b system).
Jesli b =10 to taki system bedziemy nazywac takze dziesietnym, jesli

b =2 — dwéjkowym, jesli b = 8 — 6semkowym, itd.

2Zazwyczaj zbiér D sktada sie z odpowiedniej liczby poczatkowych symboli
tworzacych ciag {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} i jesli zajdzie taka potrzeba to kolejnych liter
alfabetu facinskiego: A, B, ..., przyjumjac zasade, ze A oznacza dziesie¢, B —
Jjedynascie, itd.




Systemy pozycyjne

W takich systemach kazda liczba jest jednoznacznie reprezentowana jako
ciag cyfr a jej wartos¢ zalezy zaréwno od cyfr jak i pozycji na jakich one
wystepuja. Wartos$¢ v ciagu

didk—1 ... d1do
obliczamy wedtug ponizszej formuty

v =dibK + di 16T+ di b+ dob® (1)

gdzie dg,...,dx € D.




Systemy pozycyjne

Uwaga

Uzywajac jednoczesnie kilku réznych pozycyjnych systeméw liczbowych,
zawsze musimy zaznaczy¢ w jakim z nich dana liczba jest zapisana.
Przyjrzyjmy sie przyktadom:




Systemy pozycyjne

Uwaga

Uzywajac jednoczesnie kilku réznych pozycyjnych systeméw liczbowych,
zawsze musimy zaznaczy¢ w jakim z nich dana liczba jest zapisana.
Przyjrzyjmy sie przyktadom:

@ 11y¢ - liczba o dziesietnej warto$ci 11 zapisana z pozycyjnym
systemi liczbowym o podstawie 10,




Systemy pozycyjne

Uwaga

Uzywajac jednoczesnie kilku réznych pozycyjnych systeméw liczbowych,
zawsze musimy zaznaczy¢ w jakim z nich dana liczba jest zapisana.
Przyjrzyjmy sie przyktadom:
@ 1155 - liczba o dziesietnej wartosci 11 zapisana z pozycyjnym
systemi liczbowym o podstawie 10,

@ 11, - liczba o dziesietnej warto$ci 3 zapisana z pozycyjnym systemi
liczbowym o podstawie 2,




Systemy pozycyjne

Uwaga

Uzywajac jednoczesnie kilku réznych pozycyjnych systeméw liczbowych,
zawsze musimy zaznaczy¢ w jakim z nich dana liczba jest zapisana.
Przyjrzyjmy sie przyktadom:

@ 11y¢ - liczba o dziesietnej warto$ci 11 zapisana z pozycyjnym
systemi liczbowym o podstawie 10,

@ 11, - liczba o dziesietnej warto$ci 3 zapisana z pozycyjnym systemi
liczbowym o podstawie 2,

@ 115 - liczba o dziesietnej warto$ci 6 zapisana z pozycyjnym systemi
liczbowym o podstawie 5,




Systemy pozycyjne

Uwaga

Uzywajac jednoczesnie kilku réznych pozycyjnych systeméw liczbowych,
zawsze musimy zaznaczy¢ w jakim z nich dana liczba jest zapisana.
Przyjrzyjmy sie przyktadom:

@ 1155 - liczba o dziesietnej wartosci 11 zapisana z pozycyjnym
systemi liczbowym o podstawie 10,

@ 11, - liczba o dziesietnej warto$ci 3 zapisana z pozycyjnym systemi
liczbowym o podstawie 2,

@ 115 - liczba o dziesietnej warto$ci 6 zapisana z pozycyjnym systemi
liczbowym o podstawie 5,

@ 1155 - liczba o dziesietnej wartosci 26 zapisana z pozycyjnym
systemi liczbowym o podstawie 25.




Systemy pozycyjne

Miejmy na uwadze, iz wszystkie systemy pozycyjne maja pewne wspdlne
cechy i charakteryzuja sie podobnym ,podej$ciem” do zagadnienia
reprezentacji liczb, bez wzgledu na to jak by oryginalne nie byty. Dla
przyktadu wspomnijmy o silniowym systemie pozycyjnym. Mimo swojej
oryginalnosci jest to nadal system pozycyjny ze wszystkimi tego
konsekwencjami.



Silniowy system pozycyjny

Silniowy system pozycyjny (ang. factorial number system lub factoradic)
— pozycyjny system liczbowy w ktérym mnozniki poszczegélnych pozycji
nie s3 definiowane przez potege pewnej liczby (podstawy), lecz silnie
kolejnych liczb naturalnych (z zerem), a liczba cyfr uzywanych na n-tej
pozycji wynosi n+ 1

Pozycja 6 5 4 3 2 1 0
Wartos¢ pozycji &Y 5! 4! 3! 21 1! o!
Dopuszczalne cyfry: {0,..,6}{0,..,5}{0,..,4}{0,..,3}{0,1,2}{0,1}{0

Stad zapis silniowy np. liczby 460010 wyglada nastepujaco:
6212200, = (6-6!)+ (2-5!)+(1-41)+(2-31)+(2-21)+(0-11)+ (0-0')

Ze wzgledu na to, iz na pozycji zerowej jest zawsze zero, uzywana jest
takze odmiana tego systemu bez tej pozycji, co nie wptywa na wartosci
zapisywanych liczb. Zapis jest jednoznaczny, tzn. kazda liczbe naturalna
mozna zapisa¢ tylko w jeden sposéb i kazdy zapis oddaje doktadnie jedna
wartosc.




System binarny

Konwersja z zystemu binarnego na dziesietny
Przyktady :)




System binarny

Konwersja z zystemu binarnego na dziesietny
Przyktady :)

Konwersja z systemu dziesietnego na binarny

Przyktady :)




System binarny

Konwersja z zystemu binarnego na dziesietny
Przyktady :)

Konwersja z systemu dziesietnego na binarny
Przyktady :)

Arytmetyka w systemie binarnym
Przyktady :)




10010:11=110
1111001:1011=1011




Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Zatozenie

Moéwiac liczba rzeczywista mamy na mysli bezznakowa liczbe rzeczywista
ztozona z czesci catkowitej i utamkowej?.

?Podobnie jak dla liczb catkowitych, nie nalezy postrzegaé prezentowanego zapisu
liczby rzeczywistej jako tego, ktéry jest stosowany w komputerze w sposéb bezposredni.




Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Liczby rzeczywiste w systemie dziesietnym

Dziesietna reprezentacja liczby rzeczywistej r jest wyrazeniem postaci

r = I, d,1d72d73 6060

gdzie | stanowi cze$¢ catkowita liczby r wyrazong w postaci dziesietnej,
natomiast d_1, d_», d_3,...s3 cyframi tworzacymi cze$¢ utamkowa
liczby r. Obie czesci rozdziela separator, tj. znak przecinka (,). Wartos¢
v takiego wyrazenia obliczamy wedtug wzoru

v=v+d_1107 +d 51072 +d 31073 + ...,

gdzie v; jest wartosScia czesci catkowitej /.




Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Liczby rzeczywiste w systemie dziesietnym

Poniewaz | wyrazi¢ mozemy jako
| =+ d510° + d»10% + d; 10" + dy10°
wiec ostatecznie otrzymujemy

v = -+ d310% + d»10% + ¢4 10" + dp10°
+d_ 11071 +d 51072 +d_31073 + ...

co w zwieztej postaci zapisujemy jako

v = i d; - 10

i=—o0




Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Obserwacja 3

Zapis czes¢ utamkowej jest podobny do zapisu czesci catkowitej, ale
uzywamy ujemnych wyktadnikéw zamiast dodatnich.




Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Jezeli teraz nasze rozwazania przeniesiemy do systemu dwoéjkowego, to
warto$¢ czesci utamkowej bedzie wyliczana na podobnej zasadzie (zmieni
sie jedynie podstawa), zatem:

v=d 127t +d 272+ 4 d_,27"
a warto$¢ catej liczby to
vV = Z d,' . 2i
i=—o0

Oczywiscie w tym wypadku cyfry sa elementami zbioru {0,1}.




Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Obserwacja 4

Binarne liczby rzeczywiste tworzy sie i interpretuje analogicznie do
dziesietnych liczb rzeczywistych, ale zamiast podstawy 10 uzywa sie jako
podstawy liczby 2.




Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Konwersja czesci ufamkowej z systemu binarnego do systemu

dziesietnego
Przyktady :)




Liczby rzeczywiste w systemie binarnym

Konwersja czesci ufamkowej z systemu binarnego do systemu

dziesietnego
Przyktady :)

Konwersja czesci ufamkowej z systemu dziesietnego do systemu

dwojkowego

Przyktady :)




Liczby catkowite w systemie o podstawie n

Przyktady dla n = 3,7,13,25 l




Liczby catkowite w systemie o podstawie n

Przyktady dla n = 3,7,13,25 l
Przyktady dla n = 4,8,16 l
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